Torsign de prismas de seccidn rectangular
Por pL ING, ARGENTINO

'D. ROBFRTO KURTZ.

De una memoria presentada a la Academia de Ciencias de la Universidad de
Bueénos Aires por Roberto Kurtz v que tzi_mbién fué presentada al Congrese Cien-
tifico Panamericano de Lima, extractamos la parte que se'_reﬁere a la solucién de
un problema préctico que hasta ahora no habia tenido una ésolucién satisfactoria:
la torsidon de prismas de seccidén rectangular, C

En este trabajo que se titula «Investigaciones sobre Elasticidad» se proponen
las bases de una nueva teoria o un nuevo métode de invéstigacién' en los fendmenos
de TFlasticidad v se aplican luego al case particular de este problema.-

Vamos a explicar brevemente ¥ cn sus lineamientos gererales el razonamiento
con que el autor funda sus formulas para el calculo del momento de torsion y de los

esfuerzos moleculdres en los prismas rectangulares,

I, ——ANTECEDENTES

Para la mejot inteligencia de esta sintesis, conviene hacer antes una breve re-
sefia del estado actwal de las cuestiones que trata.

Representamos en la fig. 1. la proyeccion de un cilindro sometido a un esfuerzo
de t(_irsi(m. Tmaginemos que 1a hase N ha sido obligada a girar sobre i mismé, per-
maneciendo fija la base M de tal manera que la generatriz mn ha pasado. a ocupar
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r‘l
m = n
M N

Fig. 1

|z posicitn mn’ Es evidente que todos los elementos de dicha generatriz habran
sufrido una deformacion angular representada por el angulo
nn

tang ¥ =———
mi

Llamando r al radio del cilindro v designando con la letra griega ¢ ¢l angulo

de torsién tendremos

Es evidente que para z’mgulds pequefios podemos poner, llamando L a la lon-

gitud del prisma,

. 5i llamamos S al esfuerzo elemental ¥y G al coeficiente de resistencia al resba-

lamiento, es evidente que

Gogr

Férmula aplicable a cualquiera de los elementos de cualquiera de las genera-
trices ‘o0 en otras palabras a cualquiera de los elementos superficiales del cilindro.
Entremos ahora a considerar la seccién transversal del prisma, representada

en la fig. 2.
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Fig. 2

El esfuerzo en ¢l elemento e nos o da la formula anterior y el momento de tor-

sion elemental m que ese esfucrzo origina es

G ¢ i®
me=e ——
L

Para otro clemento-tal como ¢’ situado a una distancia ¢’ del centro, obten-
driamos
G . qs r92
o

m=———

L
El momento de torsién total en la seccién del prisma seria:

Gg
M=m4m +m”...=——0*+r?+1r% )
: L

La suma dc log términos entre paréntesis 1o es otra cosa que el momento de
inercia polar de la seccibn a que llamaremos .Ip. ' '

Asi legamos a la férmula universalmente aceptada para el momento de tor-
ston de los prismas cilindricos '

Gé¢
T,

L

M =

La nueva teoria deja en pié esta férmula como todo lo cxpuesto hasta aqui

en relacién con los prismas cilindricos,
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Es cuando se pasa a las secciones rectangulares que se pomnen en evidencia
los errores de las teorias actuales v la utilidad de la nueva teoria.

En realidad; el problema nunca fué resuelto v la mayoria de los autores asi lo
reconocen, limitindose a dar algunas {érmulas empiricas o de pura especulacién
abstracta. Por primera vez surge una hipbtesis que posiblemente corresponde als
fendémeno real v que, mediante la comprobacién experimental ptiede aspirar a con-
vertirse en una verdad cientifica.

En las.secciones cilindricas es evidente que el esfuerzo elemental es propof—_ '
cional a la distancia del elemento considerado al centro de rotacién. De alli surge la
formula que da el valor del momento de torsion en funcidn del momento de iner—
cia polar. Pero cuando se ha querido extender la misma- {6rmula a las secciones
rectangulares, la experiencia ha _demoétrado su inexactitud, en especial cuando se
trata de rectangulos de pequefia base con relacion a la altura, Haciendo variar las
dimensiones de los lados del rectangulo se observa que en algunos casos el mo-

‘mento de inercia polar aumenta v la resistencia a la torsién disminuye.

Es evidente entonces que cuando salimos de la seccién circular, los esfuerzos
clementales ya no son proporcionales a las distancias al centro de rotacidn.

La nueva teoria conduce a admitir que los esfuerzos elementaltes son iguales.
en toda la periferia del cuerpo, va sca un prisma rectangular o circular y que di -
minuyen hasta anularse en una region central que se llama nicleo neutro. '

E.n ¢l rectagulo el nacleo neutro cs una recla como se representa en la fig. 12;
en el circulo se reduce a un punto. '

La teoria de la torsién de loscilindros admitida hasta Loy sigue sienco exacta,
pef-o en vez de considerar guc los csfuerzos elementales varian ségﬁn und ley de
crecimiento a partir del centro, debe considerarse que obedecen a una ey de decre-
cimiento a partir del perimetro. Enunciada en esta forma es aplicable al rectanguio
y probablemente a todas las secciones como guizas se llegue a comp’robér en inves-
tigaciones posteriores. . ‘

Ofrece tamhién interés la aplicacién de la nucva teoria al desplayam161 1o de las
fibras en el sentido lorgitudinal del prisma. Muchos autores admiten que lzs sec-
ciones del prisma, planas artes de la ceformacién, dejan de serlo después. Es claro
que para ello es necesario que las fibrus longitudinales sulran alguros Cesplaza-
mientos en el sertido del eje del prisma. La nueva teoria ofrece el medio de calcular
exactamente el desblaza}niento de cads fibra v esta circunstarcia permitiria su
g_omprobacién experimental 1 or mecio Ce aparstos microm étricos.

Ingenierns—14 -
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11 -—HIPOTESIS PUNDAMENTAL

JEn la Memoria, esta expuesta en la forma siguiente:
~«La torsién es un fendmeno comrlicadisimo, que ha de tardar mucho en ser
«corocido en toda su complejidad.” Por éso nos limitamos a estudiarlo dentro de
«condiciones muy limitadas, considerardo solamente prismas sometidos a angulos
«de torsion muy pequefiée. Por otra rarte, este es el caso mas general en la practica,
«Esto sentado, partiremos de una hipétesis fundamental v no nos dctendrerros
€@ demostrar 'su veroclmxhtud Ela nos conduce a conclusiones obJetlvae y con-
«cretds que estin sujetas a comprobacmn exrerimertal, No hay, pues, inconvenien-
«te en admitirla provisionalmente, ya que la prueba experimental de las corclusio—
«<nes comprobard a la vez la exactitud de la hipdtesis. _
«Supongamos una lamina material AB y reposando sobre ella un prisma
<P. (fig. 3). Imaginemos haber desplazadofel extremo anterior P. del prisma ror so- _.
“«bre la lamina hasta la posicion P’ e imagiremos que por medio de un sistema de
«fuerzas exteriores deformamos la lamina h_aeta_ convertirla en ura superficie ci-
«lindrica con eje en O, manteniendo siempre adherico el priema.

~

o Fig.3

«LLa hipOtesis fvndamertal consiste en admrtir que lag defc)smauones sufridas
-«por el prisma en estas d‘os operaciones sucesivas gon las ml‘«mas que hub1era su-
«frido si hubiésemos desplazddo mechamte un &istema ce fuerzas extenores la base
«anterior P del prisma hasta la posisitn P” por sobre la superficie cilindrica A B’.

«Admitida, bien sea con cardcter provizoral, esta hipdlesis, podremos cmpren-
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«der el estudio de las deformaciones de] prisma ¢n las dos etaras imaginarias suce-
estvas del fenameno

«En la fig. 4 repreéentamos la primera. No hay en ella otra deformacién que
«e] alargamiento del prisma desde la Jongitud Q P-hasta Q I’. Recordaremos aqui
«que cuando en un tridngulo rectangulo une de 1os catetos s un infinitamente pe-

- «quefio del primer orden, la diferencia entre Ia hipotenusa y el otro cateto es un in-

Y

Fig. 4

«finitamente pequefio del segundo orden. La distancia P P’ es finila, pero podemos
«asignarle un valor tan pequefio que el alargamiento del prisma resulte despreciz-
«ble. Nos colocamos asi dentro de las condiciones limitadas en que estudiamos ¢l
. «fenémeno de la torsién.

«Conviniendo en despreciar ci alargamiento, no queda en esta, primera ctapa
sninguna deformacién que considerar, pues cn realidad el prisma no ha sido defor-
emado, sino simplemente desplazado.

«Para fijar ideas y para mayor claridad de las demostraciones posteriores,
«adoptaremos algunas denominaciones. Llamaremos desplazamiento virtual al
«que acabamos de describir y dngulo de desplazamiento virtual al angulo P Q P’.

«Si observamos ahora ld posicién que toman las diversas fibras longitudinales
«del prisma con relacién al sistema de ejes considerado, notaremos que sl una fibra
<estaba comprendida entre los valores X; V %z antes dcl desplazamiento virtual,.
«clespués del mismo, estard comprendido entre los valores

X1 + OX : i + D x

«pudiendo ser Ax positivo, negative ¢ rulo segln la posicién de [a fibra con rela-
«cidn al eje del prisma.
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- «Es facil calcular el valor de Ax para todas v cada una de las fibras del prisma
«y a ese valor le lamaremos desplazamiento real de la fibras.-
Pasemos ahora a considerar las deformaciones que se producen en la segunda
etapa imaginaria del fendmeno.
~En la memoria presentada se demuestra que para angulos de torsibn muy pe-
quefios los esfuerzos de compresion o-traccién o {lexién son rulos O‘despreci_ables
y que lo Gnico que corresponde tomar en cuenta son las deformaciones angulares.
Si cortamos el prisma de la figura 3 con dos planos normales a su eje y distantes
uno de otro una distancia igual al lado de ta base del mismo, 1a parte del prisma com-
prendida entre dichos dos planos constitufa antes de la deformacién un cubo que
aparece ahora con deformaciones angulares bien definidas.
Proyectando una sobre otra las intersecciones obtenidas sobre los dos planos,
notamos qué la cara anterior del cubo ha sufrido una defermacion angular con rela-
cién a la cara posterior. Por otra parte, las caras laterales antes cuadradas se han

convertido en rombos. ) _
Al conjunto de estas deformaciones llamaremos torsién elemental. No tendria

mavor importancia continuar su anélisis, ya que quedan perfectamente caracteri-
zadas con €l angulo que acabamos de definir y que representamos er la fig. 5.

Fig. 5

Es evidente que si llamamos L a la tongitud del prisma, ¢l 4ngulo de torsién
elemental es | | 7
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Este valor indica claramente que la torsién elemental es la misma para todos
los elementos del prisma y que es independiente de la posicién del prisma con rela-
cién al eje de rotacion. ' '

La torsidn elémental se debe a pares elementales que se originan segfin exp_li_ca
la memoria en la variacién de las fuerzas tangenciales y cuyo valor se deduce de la
derivada de 1a ecuacién de los esfuerzos moleculares.

 IIT.—DESPLAZAMIENTO REAL DE LAS FIBRAS LONGITUDINALES

En este capitulo y los siguientes sustituimos las tangentes y senos por la longi-
tud del arco tomando ¢l radio por unidad, sustitucién admisible tratdndose de &n-
gulos que en la préctica son muy pequefios, aunque enlas figuras aparecen agran-
dados para la claridad de la demostracién. Esto dara gran sencillez a las formulas.

, Y
Fig.6 .

- Consideremos ahora un prisma / de base rectangular en forma de lamina que
podemos suponer tan delgada como se quiera {fig. 6) sometida a torsién. Para deter-
minar los desplazamientos reales de las fibras de esta lamina construiremos la fig. 7
en qlue, considerando due Ia distancia de la l4mina al centro es 1417, damos a mn la
lbngitud.

mn= 17 ¢’
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Designando por‘ A el angulo de desplazamiento virtual, el desplazémiento real
de la fibra extrema ¢ serd:

Lx=4YI1B

y como, llamando L a la longitud del prisma

mn ECR g
B= e = —
L L
resulta
@ .
N = — T
41,

Este valor es positivo segiin se deduce de la figura 7.

Fin 8
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Consideremos ahora otra lamina I’ situada con relacién a la anterior en la po-
sicidén que se muestra en la fig. 6. Para determinar los desplazamientos reales de
sus fibras construiremos 14 fig. 8 en que damos a m’ n’ la lengiiud.

mn = 14 ¢!

El desplazamiento real de la fibra extrema e serd:

Avx: %'i; Ba
¥ como
m'n 15l
B == ——
L L
resulta
Ny = — 1P
41

Este valor es negativo segan se dedu_ce de 1a fig. 8
Comparando con la anterior, vemos que

¢ I o
PN Py S —
e

IV.—DEFORMACIONES ANGULARES

~ Imaginemos ahora las dos laminas colocadas exactamente en la misma dispo-
sicién que en el caso anterior, pero soldadas ambas por la arista e.

A fin de evitar toda asimetria que pueda introducir complicaciones innecesarias
en el fendmeno que queremos estudiar, ima}g;inemos estas dos 1aminas como forman-
do parte de un prisma hueco constituido por cuatro laminas en la forma que repre-
sentamos en la fig. 9. Las cuatro aristas se verén asi sometidas a acciones simétricas
que deben equilibrarse entre si. '
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Fig. 9

Propongémonos ahora determinar cuél serd el desplazamiento real de la arista
€ operando en estas condiciones. '

Como perteneciente a la lamina 7 el desplazamiento seria positivo, (Axfig.7.)
como perteneciente a la l4mina I el desplazamiento serfa negativo, (Ax fig. 8)
Vamos a determinar mediante la aplicacién de la ley de deformaciores espontaneas
cuél de las dos acciones predeminara. La arista se desplazaré en el sentido que im-
' plique el meror almacenamiento de erergia potencial interna.

Recordaremos_ que el irabajo de deformacién de un cubo que tenga ia umcad
por lado sometido a esfuerzos taﬁgen::iéles como se representa en la fig. 10 tiene

For expresion:

el

s

-
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Si suponemos que el desplazamiento de la arista es positivo e igual a Ax enton- .
ces toda la ldmina " estaria deformada uniformemente v el valor del trabajo total
seria igual al area de la lamina (que suponemos de espesor igual a fa unidad) mul-
tiplicado por Ia 'expresién que obtengamos para el trabajo de un elemento. Para
determinar ésto, necesitamos determirar el angulo de deformacién molecular a que
Hamaremos y; v cuyo valor seria:'

AX A+ (—-4X) 44x

ur r

y sustituyendo los valores obtenidos en el capitulo anterior y simplificando, ob-
tenemos

_r

It

Y1

Multiplicando por el area, el trabajo total seria

\ Tl N
Ty=MLPGY =4 LrG {——
_ \
G g2l 2)

TI T
2L

51 suponemos por el contrario que el desplazamiento es negativo e igual a &'x
entornces seria la lAmina / la deformada.

El angulo de deformacién elemental seria

4 Ax
Y =m——
{
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Y susti.tuyendo log valores obtenidos en el capitulo arterior ¥ simplifi cando
-obtenemos

¢
yo =T
L

v multiplicando por el area de la lamina el trabajo total, resultaria

. 95]’ 2 -
T,= % LIG (
L

G ¢ oI 3
Tz =

2L
Comparando la (2) con la (3} es evidente que

T, < Ty

puesto que
re <11

Vemos, pues, que el desplazamiento real de 'a fibra e tendera a serposmvo.
puesto que esto lmphca un meror almacenarmento de energia potenclal interna.
Réstanos ahora averiguar las condiciones de equilibrio.

- En lakforma en que operamos, las fuerzas exteriores son normales al eje de las x,'
~ es decir, al eje del prisma, vy como no pueden tener nirguna componente normal
a su propia direccidn, es evidente que el desplazamiento de Ia fibra e, en el sentido
del eje del prisma, se preduce por esfuerzoé_ de crigen espontaneo, es decir, por es-
fuerzos que proceden de reacciones moleculares internas, y estas reacciones sdlo
pueden e]ercerqe sobre lascarasss’ yss dela fibra e, fig. 11.

Estos dos esfuerzor; tienen que ser iguales v de signo contrario. Ambos ge ori-
ginan en la deformacién angular de los elementos en inmediato contacto con la fi-
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Fig. 14

bra e. Ahora bien, si el elemento e’ ejerce sobre e un esfuerzo s necesita a su vez
para mantenerse en equilibrio, que el elemento e”’ ejeria sobre &l un esfuerzo igual
de donde deducimos que todos los elemerrtos de la lamina [ estan uniformemente
deformados bajo la accién de esfuerzos g, todos iguales.

El mismo razonamiento nos llevaria a la conclusién de que todos los elementos
de la lamina I’ estdn uniformemente deformados bajo fa accion de esfuerzos todos
iguales. .

EI valor de estos esfuerzos depende del angulo de deformacién. Vamos a cal-
cularlo. .

Llamemos d al desplazamiento real que finalmente sufrira la fibra e y que sa-
bemos que serd positivo, La condicién de equilibrio es que sean iguales los angulos
de deformacién de ambas laminas. Luego deberemos tener

—ANx4+d Ax—d
r /
Z 2

de donde obteneinos, recordando la (1), tr_asponiendo v simplificando

¢ yor—n
¥ o—
4 L r+7

d=
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. Fl angulo de deformacién molecular gue en definitiva sufriran todos y cada uno
de 105 elementos de ambas laminas ¥ al que llamaremos v, lo podemos calcular ahora
en cualquiera de las dos. Considerando la fig. 8 obtendremos:

—A&'x4d

y=—
r
—
2

y sustituyendo los valores obtenidos en la Iy yenla (b

pl ¢l -1
Y= + X
- 2L 2L ' +1

o sea, después de toda reduccién

y = X (5)

El valor del esfuerzo elemental lo obtenemos ahora multiplicarido €1 angulo ¥
‘por €l coeficiente de registencia al resbalamiento a que llamamos G. Luego

Gg ar
§= - (6)
- L 141

Cada elemento se ve, pues, sometido a dos fuerzas iguales v de signo contrario,
de valor S, que constituyen un par que se equilibra seglin se denruestra en la memoria
con otro par de fuerzas en el plano de los eje Z. Y. ¥ que proceden directamente de
las. {uerzas exteriores.

V.—TORSION DE UN PRISMA DE BASE RECTANGULAR.

Imaginemos ahora una. serie de prismas rectangulares huecos como el repre-
sentado en’la fig. 9, tomados de manera que las d1mens1ones exterlores de uno co-
rrenpondan exactamente a las dimensiones mterlores de otro,
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Cologuemos todos estos prismas huecos unos dentro de otro como se muestra
en la fig. 12. Sometidos a'la torsién, es evidente que todos y cada uno se compor—
taran como hemos explicado en el capltu]o anterior.

zl

oL —

Fig.12

Ahora bien, si procedemos a seldarlos todos uno con otros, por las caras de

Y.

contacto de manera gue formen un prisma s6lido, no hay razén alguna para recha-
zar la hipétesis de que siguirdn comportandose de la misma manera.

In un elemento tal como d F el esfuerzo tangencial sera el mismo que nos da
la férmula-(6) en que daremos a los pardmetros 1y 17 los valores correspondlentes al
prisma hueco a gue pertenece ese clemento. _

Segtn eso, los esfuerzos v deformac1ones.elememales son uniformes ea todo
el pertmetro, siguiendo la direccién que indican-las flechas. A medida que nos ale- _
jamos del peri}netro_ hacia el interior del prisma, log esfuerzos disminuyen en inten-
sidad hasta anularse en la recta central que derominaremos nacleo neutro. Pasando
el nicleo neutro los esfuerzos cambian de signo.

Nétase claramente la perfecta similitud de la explicacién obtenida para la tor-
sién de un prisma de base rectangular con la teoria universalmente aceptada para la-
torsidn de los prismas cilindricos, En éstos, el ntcleo neutro se ha reducido a un
punto.

Esta similitud se pone aun més de manifiesto si analizamos las férmulas 5 v 6.
Notando que I I" es el 4rea y la suma 747", 1a mitad del perimetro, y sustituyéndolos
por los correspondientes elementos del circulo, obtenemos para la deformacién y
Jesfuerzo elementales los valores correspondientes de los prismas cilindricos.

Vamos a calcular ahora el momento de torsidon.’
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Notaremos ante todo que los parémetros 1 y I’ que entran en la férmula (6) . -
‘estan- ligados por una reldcién permanente que deducimos de.la fig. 12. En efecto:

=1+ N
llamando N a fa longitud del néicleo neutro. .

Tomaremos, como variable'independierte la distancia k del elemento super-
'ﬁc1al d F al nticled neutro. En la formula (6) debere mos poner 2x envezde [, v 2x+
N en vez de /.

Asi obtendremos

qu 4}: +2xN - -

Tal es ¢l esfuerzo tangencial en el'elerlnent_o dF.

Para obtener el momento de esta fuerza con relacién al nicleo neutro, multi-
phcaremos Ya expresidn anterior por x. ' ' _ . '

Consideremos ahora el prisma hueco a que perterece el elemento dFF. Asigna-
mos a las laminas el espesor dx v teniendo en cuenta que el perimetro del rectéangulo,
base de ese prisma hueco, es 8x42N, oblendremos para el momento de torsién de

ese prisma la expresifn

Ge¢  4+23N

d M= — - - 2x (4x+N) dx
L cdx+N ' -
0 sea
G ¢
dM =— 8°--4N xzj dx
. L

" Fl momento de torsién para ¢! prisma sélido total nos lo darz la-integral.

1

CGe [ .
Y R p— (8 + 4 Nx%) dx
L o '
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G : z
M= " |:2X4 + 413 Nx3}
L o
: Gé¢ * NP (8)
M = +
L 8. 6

Tal es la expresién del momento de torsion para un prisma de hage rectar gular.
Sien la formuia (7) hacemos N =0, obtenemos la expresion

G 9

que nos da ¢l valor del esfucrzo elemertal en un prisma de base cuadrada en que el
nticleo neutro se ha reducido a un purto.

" Haciendo otra vez N\_'—j oen la formula (8), obtenemos el momento de tor'sic’m'

del prisma de base cuadrada.

Goe * (10
M=—— -

8

o

Finaimente st en 18 férmula (4} hacemos [ =7, el valor de d es nulo, 1o que sig-
nifica que en un prisma de base cuadrada no hay despj_lazax.ﬁient()s reales de las
fibras longitudinales, es decir, ‘Cjue Jas secciones normales 4l eje del prisma se man-
tienen planas después de la d(_aformacién‘.





